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4. L’OPfiRATElJR Hu 
DEFJFCCTION 4.1. Soient U E @ n V et f E ‘@“. On note &’ l’ensemble 
(u E U(i??) : u s.c.i. dans 8, lavu< f, UC 00 dans a} et HP la fonction 
sup (u: u E 37). 
LEYME 4.2. Soient UE4nV et fEYiT’. 
1. HP eat une fonction convexe s.c.i. SW 0, minorant f sur i3U. 
2. Hy = sup {U E &‘: laou< f}= sup {U E ~2: 15~~ Hy}. En particulier, 
on a HP= --oo ou HP> --oo dans 8. 
3. Si u E & et f > lwu, alors TH_tu,v=iZ (T,,~u) et Hy est la plus grande 
fonction convexe s.c.i. sur U, minorant f sur bU. 
4. f I+ Hy est une application monotone, positivement homogene et 
suradditive de @‘” dans U(o). 
6. ued =+Hp+w=H:+u. 
1, 2 : D’apres le lemme 2.8.1 on a U= ---co dans D pour toute fonction 
u E 47 ou il existe une fonction U> - 00 dans SF. On a done Hy = --oo 
ou H/‘> -co et Hy = sup (U E &‘: lisu<Hy) (Ekeland et Temam [1976], 
p. 14). L’egalite des deux sup est immediate. 
3: D’apres le lemme 2.1 on a T+‘,F ZI 15 (Tf.317). Reciproquement, 
l’ensemble C= G (T t.au) est l’epigraphe d’une fonction v E a’, puisque 
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(2, A) fz C, ~1 >A 5. (2, p) E C. Comme le fonction u est convexe, s.c.i. et 
majore l#, on a 0) - 00 et 
v= sup {u E &: lFU<V}< sup {u Ed: lfl<f}=HY. 
On en dbduit v = I# et C 2 TH~,T~. Enfiu, si v E hp( 0) est s.c.i. et miuore f 
sur BU, on a v= sup {h Ed: h<v}< sup @Ed: lb~h<f}=Hy. 
4: On a laau<f * la&<A/ et law</, ladv<g + lao(U+v)<f+g 
quels que soient f, g E R”, u, v E & et 2> 0. 
6: a,+,= sup {v E &: v<f+u}= sup {v+u: v E&I, v<f}= 
=u+ sup {v Ed: v<f}=u+I#. Cl 
EXEMPLE 4.3. Soient u = ((z, y) E Ba: 2) 0, y > 0) et f(z, y) = 00 si 
y=o, x>o, f(x, y)= - oo si s=O, y>O. On a HP= -00, done 
T#,z= D x ‘l.l# (0} x [0, 00) x a= ?Zi (T,, au). 
De mQme, la fonction v d6finie par To,F=Tfmao eat convexe s.c.i. sur U 
et minore f sur bU, tandis que v < Hf. 
LEMME 4.4. Soit U E 4 n 0. Les relations suivantes sont Bquivalentes : 
1. U eat 6paul6 (d6f. 1.2.). 
2. f < 00, f concave dans B * II7 < f. 
3. fEQau, f<UEd~B~<U. 
4. EI,u=O. 
1 + 2: Onpeutsupposer U#(betH?> -00, done -=4$-f EV(u) 
et 
sup (J+f)(4= ;a;g (.EI;U-f)@)Q . 
.ctT 
(lemme 1.3.7). 
4 +- 1: Si U = E ou si U eat un demi-esptlce, on a I?:-= 00 dans U. 0 
THEOREME 4.5. SOit U E&%c et SOit f Eaau. 
1. f<ucde-H~ est continue. 
2. f I+ HP eat une application continue de l’eusemble des fonctions 
f EWU, major6es et minorkks dans d, dans W(D) n W(U), par 
rapport a,ux topologies de la convergence uniforme. 
3. VE9YflV, gaav, UC V, u=H~<ca =+u=Hf dans 0. 
4. x E bU, Hy bornhe dans un voisinage de x =F- 
lim sup Lip(y)< li;,stp HP(y). 
l7W-M 
-, 
1: Cela rhulte du lemme 4.4.3 et du corollaire 2.5. 
2: jg-fl<E =d~>lq-,+Ep>HF-E. 
3: D’aprhs le lemme 4.2.1 on a u= H,” dans bU et u< Hi dans U. 
Posons 5 = 1 u sup (u, II,“) + It/vu. Comme U est Bpaul6, on a Q < 00 dans 
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7. Puisque G est s.c.i. dans 7, il suffit a prouver que G soit convexe dans 
7. Soit L une droite telle que L n U #@. D’apres le lemme 2.8, la 
restriction a L n 7 de fi est S.C.S. en tout point z $ b U. Soit x E 7 n L n 21 U ; 
comme U est 6pau16, rr,” est major6 dans un voisinage de x dans L n a, 
par une fonction affine 1, telle que p(x)=u(x). Par consequent, 4 est S.C.S. 
dans L n 7 et convexe dans I’ (prop. 2.9). Enfin, G est convexe dans 7 
parce que T;,t=T;,v (lemme 2.1.2-3). 
4: On se ramene au cas x= 0. Soit 
lim sup By(y) < ac E 8. 
bUDW-m 
11 existe un voisinage V E 9(O) n V et M E B tels que @’ Q AZ dans 
v’nu et supHy<or dans bU n 7. On a done Hy(y)<(l-(l/n))&+ 
+ (l/n)M< OL pour tout y E (l/n) V tel que (0, ny) C U et tout n assez 
grand. Enfin, soit y E (l/n) V de sorte que by E bU pour un nombre 
b E (1, n]. On a by E 7 n bU done H?(y)<a. Cl 
THEOREIE 4.6. Soient U E 4 n V, (ft : b U + &)#,I une famille filtrante 
a gauche de for&ions numeriques et is E I tels que i?-& soit < 00 et 
continue dans U. Si f = infr fr, alors Hf = inft H< dans g et Hy = infr HTs 
dans U. 
Posons U= inft Hyi. D’apres le lemme 2.1.5 on a 4 E $‘. D’autre part, 
en vertu du lemme 4.2, on a Bf” <a, dorm Hy =ti. D’apres le lemme 2.8 
et le corollaire 2.5 on a u = - oo ou u finie continue dens U. cl 
Ce rtkultat n’est pas toujours valable pour une famille filtrante a droite, 
comme le montre: 
EXEMPLE 4.7. DBsignons par P, la projection orthogonale sur le sous- 
espace de 12 engendre par Q, . . . . e, (exemple 3.10), par u la fonction 
convexe x I--+ llxll et par u,, la fonction convexe 2 I+ IIP,&)II. L’ensemble 
de ces fonctions est Qquicontinu en tout point de 12 (car. 2.6). Soit U 
la boule de centre 0 et de rayon r. On verifie aisement les relations H,U = r, 
un=Ht,,, un t u et Htn f+ Hf. Cependant : 
PROPOSITION 4.8. Supposons que E soit de dimension flnie. Soient 
B E 9 n V borne, (f&) C @” une famille filtrante a droite de fonctions 
s.c.i. et f = sup fa. Alors Hf = supa HTa. 
En effet, soit y E B et soit r, E & une minorante de f dans M3.11 suffit a 
prouver la relation sup, H?&(y) >p(y) (lemme 4.2.2). Soit E > 0; comme bB 
est compact, il existe un indice 01 tel que fa>r, --E dans BB (Dini), dorm 
H%(Y) >P(Y) --E. El 
PROPOSITION 4.9. Soient UE@n%‘, XGU et UE@. Pour toutpEE’ 
et ~20 on pose K,,,=(y E NJ: (u-p)(y)<(u-p)(z)+&]. 
1. Supposons que u soit convexe s.c.i. dans a et <oo dans U. Alors: 
(ve>Oap E E’z E 155 (Ii&,,.)) =m(x)=rr,(a$. 
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2. Supposons que U soit borne. Alors: 
u(x) =H,u(x) E Q + BE>0 vp EWu,U(X) x E is (Kp,e). 
3. Supposons que E soit de dimension n, que U soit borne et que u soit 
s.c.i. dans bU. Alors, si u(x) =Hi(x) E B et r, E u,&z), x est combi- 
naison convexe de n+ 1 points de J&O. 
1: D’apres le lemme 2.8 on peut supposer u> --oo dens 0. Comme 
u est la borne superieure de ses minorantes dans &‘, on a EI,u > u. Soient 
4.&n>:, E> 0 et p E E’ tels que x E Co (.Kp,B). 11 existe n E N, 
(;li)l<rtn C B+ et (Y~GK~ C Ga 
tels que x&=1, 
I+4 - f W(~t)l <E et IP(+ $ ~24~4 < E. 
Par consequent, 
SW Q z: W(Yd + 6 Q 2 i2ru(Yr) + E G 2 MYt) + 
+ 2E + u(5) -I)(“) <u(x) + 3E 
et l’essertion r&u&e du lemme 4.2.1. 
2: Sous ces conditions on a u(y) > u(x) +p(y - x) + E pour tout y 4 Kp,., 
done K,,,#@. Si x r$ G (Kp,s) il existe + E JT?’ telle que d(z) > 0, +< 0 dans 
Kp,s et I$] GE dans bU. La fonction y: y I+ u(x)+~.$y-x)++(y) est une 
minorente affine et continue de Ht telle que y(x) > a(x), ce qui est absurde. 
3: Soit r, E cou,u(z). La fonction y I+ u(y) -u(x) -p(y -x) atteint sa 
borne inferieure flnie m> 0 dans un point ys E bU. Comme y I+- u(z) + 
+p(y -2) + m est affine et continue et minore u sur b U, on a u(z) + m Q u(z), 
m= 0 et K,,o# @ L’ensemble A = co (Kp,o) est compact (Eggleston [1968], 
p. 22). Supposons x 4 A. 11 existe q ~2 22 et c E Q tels que q(z) >O et 
q(y) Q c < 0 quel que soit y E A. Soient 
b= inf (u(y)-u(z)--p(y-z): y E bU n q-l([O, cm))) 
et d = sup {q(y): y E bU}. 0 n a oo>b>O et a>o. La fonction affine et 
continue 
inf(b, 1) 
Y 1+e4+P(Y--x)+ a q 
minore u sur bU, ce qui est absurde. On a done z E A et, d’apri% le 
theoreme de Caratheodory, x est combinaison convexe de n.+ 1 points 
extremaux (non necessairement distincts) de A, n6cessairement contenus 
dans KP,O (Eggleston [1958], p. 36). Cl 
REMARQUE 4.10. Soiellt u E @ n % et f EjjaU. 
1. Designons par f la fonction lauf + l(‘,aum. L’assertion 2 du lemme 4.2 
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equivaut & Hy = f **, la bipolaire de f (Ekeland et Temam [1976], 
p. 18). 
2. U est Bpaule si et seulement si 27~ E et, pour toute fonction f < 00, 
HP est la plus grande fonction convexe, < 00 et s.c.i. SW u, minorant 
f sur au. 
5. LES PRl?FAISCEAUX 4, d ET x, 
Duns ce paragraphe, k8 ddssigne une sow-base Jixe de 9!4. 
DEFINITION 5.1. Soient u E @ et u E au. 
1. On dit que u est 99-prdhyperharmonique dans U, notation u E a(U), 
si u est s.c.i. et > -co dans U et si B E.%‘(, B C U + Ht<u dans B. 
2. On dit que u est 9Y-hypohurmonique dans U, notation u E%*(U), si 
u est S.C.S. et <oo dans U et si B ~a!, B C U =+ UQ Ht dans B. 
3. On dit que u est L%-pr&armonique dans U, notation u E a(U), si 
UE@(U) ni%*(U). 
LEMME 5.2. Soit U E@. 
1. &‘C b(E). 
2. b(U) est un cone point& 
3. X,(U) est un cone convexe point& stable pour l’operation sup. 
4. k%(U) est un cone point& stable pour l’operation inf. 
5. 00 E%(U), -00 E%*(U). 
6. UE%, fE@U, - oo<u=Hf’<oo dans U =+u E e(U). 
7. U && f E @u, Hy < 00 et localement major6 =+ Hy E b(U) u {-CO}. 
Cela r&sulte aisement des lemmes 4.2 et 4.4, le corollaire 2.5 et le 
theoreme 4.5. Cl 
REBUE~QUE 5.3. En g6nera1, b(U) et C?/(U) ne sont pas des cones 
convexes. En effet, soit dim (E)>2 et supposons que 4? soit definie par 
une norme 11.11. S oient P une projection continue non-banale et B la 
boule unite dans E. Les fonctions u: x I+ jlPx\l et v: (l(l-P)(z)11 sont 
A?@-preharmoniques dans B. On a u+v>m>O dans bV, pour tout 
VE@n%telqueOE V, VCB,doncO=(u+v)(O)<H~+,(O)etu+v$9(B). 
11 est clair que &*, % et 6’ sont des prefaisceaux de fonctions. En 
general ni @, ni d n’est un faisceau, comme le montre 1’. 
EXEMPLE 6.4. Soient 
lx711 u: x=(x,) I--f z,,r 
Ia fonction convexe continue dans 12 de l’exemple 3.10, U E%. borne, 
x E U, x+I,e, EBU, x---dn EbU, A,, run>@ On a 
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done u E b(B) si B est la boule unit& D’autre part, on a 
V={x: u(s)<l)&, 
et u(O)=O<l=B~(l), done u+@(P) si VIZB. 
PROPOSITION 6.5. Supposons que les ensembles de a soient born& et 
que dim (E) < 00. Alors d est le plus petit faisceau de fonctions continues, 
contenant le prefaisceau des fonctiona &preharmoniques. 
Soit 9 le faisceau engendre par lea fonctions &preharmoniques. Soient 
U E*, UE B(U) et V E&Y, VC U. Soit xE VT; comme u eat continue, 
il existe une sousgradiente r, E o,,,v(x). L’ensemble 
g= (y E y: U(Y) -P(Y) = u(x) -244 
est convexe et compact, et, d’apr&s le theoreme de Minkowski, on aura 
B[(x)=u(x) si la front&e extr6male 8,(R) de K eat contenue dans bV. 
Soit done y E &(K) n V. 11 existe B EZ?& tel que y E B C B C V et JZt = u 
dans B. Comme I, E w*,v(y), la proposition 4.9.3 entrame la contradiction 
y E co (Ii: n bB). Ceci prouve 9 C 8. L’inclusion inverse est une cons& 
quence du th6oreme 4.6.3. cl 
THEOREME 6.6. .#‘, eat le faisceau des fonctions localement convexes, 
continues et coo. 
En effet, toute fonction localement convexe, continue et <oo eat 
k%hypoharmonique (lemme 2.8.3). D’autre part, soient U E 4, u E.%*( U) 
et .L une droite passant par U. D’apres le car. 2.5 et le lemme 2.8.3 il 
suffit 11 demontrer la convexit locale de u dans U n L. Comme 
u= infsup (u, n), 
ncz 
on peut supposer en outre u>n E Z (5.2.3). Soit dorm [a, b] un intervalle 
ferm6, contenu dans U n L. Soit f E .& une fonction affine telle que 
/(a)=~@), f(b)=u(b). 11 suffit B prouver la relation u<f dans [a, b]. Soit 
A l’ensemble non vide des points x E [a, b] tels que la fonction u-f soit 
maximale dens x. Comme A est ferme, il existe un point x 6 A tel que 
la distance b-x soit minimale, L &ant ident&? a a. Supposons b #z. 
En prenant (Hahn-Banach) V ~9’ tel que x E V C P C U et (c, cl) = 
= V n L C (a, b) on obtient la contradiction 
U(2)-ff(X)>~~-t(X)>U(X)-ff(X). 
On a done b=z, b EA et u<f dans [a, b]. 0 
Le pr6faisceau .z?‘* eat done un faisceau, independant de la base choiaie. 
COROUAIRE 6.7. Soient u, V E 4. Alor 
1. UE%?(U), VEti* au-VIE@(U). 
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2. Soient UCV, vEti* et uEZ,(U). Pour qu’on ait lusup (zc,v)+ 
+ lv\fl E%,(U), il faut et il suEit que 
lim sup u(y)< w(z), quel que soit z E V n MJ. 
lJD1-m 
1: La fonction u-v eat s.c.i. dans U. Soit B E &?, B C U. On a v= -oo 
dans B, et alors oo = u- v> Hz-,, dans B, ou v> - oo dans B et alors 
u>H:=HL+o>Ht-m+H:>H:-n+v. 
2: Prop. 2.9. q 
PaoPosmoN 5.8. Soit U E 9. Alors: 
1. (u~)~,I C &,(U) filtrante a gauche +-i&a~#*(U). 
2. (U,)C~*(U),sUpO&<OE~*(U) =wup&E~*(U). 
Cela r&&e du lemme 2.8 et du corollaire 2.5. Cl 
Le theoreme 4.6 entraine lea propri&& de convergence suivantes 
(comparer l’axiome KB, Constantinescu et Cornea [1972], p. 9-10): 
THEOREYE 6.9. SOit u Ea. 
1. (u&~C%!(U), inf=u,>wE@(U) =+inf,u,E(U). 
2. (u&#~ C b(U) filtrante a gauche, U connexe =+ inf, u, E 8(U) ou 
infa us= -cQ. 
L’exemple 4.7 montre que cette propriete n’est pas toujours valable 
pour lea familles croissantes. Cependant : 
PROPOSITION 5.10. Supposons que lea ensembles de k% soient born& 
et que la dimension de E soit tie. Soit U E 4, alors 
1. L’enveloppe sup&ieure d’une famille, filtrante a droite et majoree 
localement, de fonctions %preharmoniques dans U est a-prehar- 
monique dans U. 
2. L’enveloppe suptkieure d’une famille fltrante a droite de fonctions 
A?-prehyperharmoniques dans U est A?-prdhyperharmonique dans U. 
2: En effet, soit (u~)~~I une telle famille. La fonction U= supa u, est 
s.c.i. et > -CQ. Pour tout B EZ~, B C U, on a w= supa ua> sup, H&i,= Ht 
dans B (prop. 4.8). 
1: Cela resulte de 2 et de la proposition 5.8.2. 0 
6. a6orr~aarr8 
~3 est une sous-base fixe de k%. 
LE'MME 6.1. Si U E Q n V et x E bU, alors lea relations suivantes sont 
6quivalentes : 
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1. Soient V E e(z) et 6 > 0 ; il existe alors une fonction 1, E ~2 telle que 
p(x)>l-8, p<l dans bU et p<O dans bU\V. 
2. Quelle que soit la fonction f fzRau, s.c.i. en x et minor&e par une 
fonction q E 2x2, on a Hy(x) =f(x). 
3. Quelle que soit la fonction f E WV, continue et bornee, on a Hy(x) = f(x), 
1 =z. 2: On peut supposer f> 0 et f(z) >O (lemme 4.2.5). Soit d’abord 
f(x) < 00 et soit 0 <a < 2/(x). 11 existe V c e(O) n V et p E AG+ tels que 
f>/(x)--& dans (x+ V) n bU, pal--&e/(/(x)-&e), pal dans oU et 
p<O dans bU\V. On a (f(x)-&&) p E Sp et (f(x) -&)p(x)>f(~)-a. 
Lorsque f(z) = CCJ, &ant don& n E N, on choisit 6~ Q et V E e(O) n V 
tel que f > n dans (x + V) n bU. On a alors ny, E 9: et (rip)(z) > $n. 
3 =z. 1: 11 est clair que bU contient plusieurs points et qu’on peut 
supposer bU\V # 8. Comme (E, a) est completement regulier, il existe 
une fonction continue f telle que 0 G f Q 1, f(x) = 1 et f = 0 dans C V. D’apres 
le lemme 4.2.2, il existe une fonction p E &’ telle que p(x) > 1 - 8 et p <f 
dans bU. cl 
LEIUME 6.2. Soient U E %! n V et x E bU. Les relations suivantes sont 
Bquivalentes : 
1. Pour tout V E 9?(x) il existe une fonction p E & telle que p(x) = 1, 
p<l dans bU et p<O dans bU\V. 
2. Pour tout V E: a’(x) il existe une fonction p E & telle que p(x) = 1, 
p<l dans bU et p<O dans u\V. 
1 + 2 : Comme b U = (x} entraine dim (E) = 1, on peut supposer 
bU$VEqet VCWWL% he. Choisissons p E ~2 et y # 0 tels que p(x) = 1, 
PQ 1 dans bU, p<O dans bU\V, p(y) =p(O), et tels que l’intervalle 
(x+&) n V soit borne. Soit z E i? n p-l((0, co)). On a z+L$ C U ou 
(z+L$) n bU#.Ca. Dans le premier cas, on a x+L$ CbU (remarque l.l), 
done (bU\V) n p-1( 1) # 8 ce qui est absurde. On en deduit l’existence 
dun point z1 E (z+LY+) n BU n V et d’un point 22 E (z+L&) n bUn V 
et par suite la relation 2 E V. cl 
DEFINITION 6.3. Soit U E (-22 n %. 
1. On dit que x E bU est un point rdgulier (resp. hyper dgulier) s’il verifie 
les conditions du lemme 6.1 (resp. du lemme 6.2). 
2. On dit que U est pr&gulier (resp. hyper prddgulier) si U est Bpaule 
et si tout point x E BU est un point regulier (resp. hyper regulier). 
On note apr l’ensemble des ensembles prereguliers. 
LEMWE 6.4. Soit U E % n V et soit 2 E bU un point regulier. Alors 
1. x est un point extremal de u. 
2. Chaque flltre g sur bU, convergeant vers x pour la topologie affaiblie, 
converge vers x. 
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3. Munissons bU de la topologie induite. Les traces des demi-espaces 
ouverts contenant 2 forment un systeme fondamental de voisinages 
de x. 
4. x 6 i% (bU\V) quel que soit ‘v E @(x). 
5. Si U E &?he, les enonces 2-4 sont valables pour g au lieu de bU. 
1: Les relations x = $y + 42, y, 2 E 8, y #x, entrainent y, 2 E bU. 
Choisissons V E e!(x) et p E ~2 tels que y, z 4 V, p(x) ># et p> 0 dans 
bU\V. On aurait &<*(p(y)+Q$+)<O. 
2-4: Chaque ensemble de la forme bU n V, V E e(z), contient un 
voisinage faible bU n {y : p(y) > O> de z dans bU. 
5 : Soit dim (E) > 1. Comme tout point z E 8\V, tel que p(z) > 0, serait 
combinaison convexe de deux points z’, Z” E bU n (y : p(y) > 0}, on a p < 0 
dans D\V. cl 
Reciproquement, rappelons que U E 92 n V est loculement wniformdment 
convexe en 5 E bU si, quel que soit V E 2!(O), il existe W E a(O) tel que 
+(x+y)+w’C pour tout y E U\(x+ V). Cette propriete entraine en 
particulier que x est un point extreme1 de 0. Et meme: 
LEMME 6.5. Si U E % n 5% est localement uniformement convexe en 
z E bU, alors x est un point hyper regulier. 
En effet, comme x est point extremal de u, il existe une fonction CJ E E 
et c ER tels que a(x)=c et U C rl((c, 00)). Soit V E e(O). Choisissons 
WE*(O) nV tel que +(y+2)+WCI7 pour tout yEiT\(x+V). Soient 
cy > 0 et 2 E W tels que a(z) = - o(. On a alors F7\V C q-I( (c + 01, 00)). Sinon, 
on aurait q(+( y + x) + z) G c - LX/~ < c pour un point y E 8\ V, done &( y +x) + 
+ W $ u, ce qui est absurde. La fonction affine r, = - l/(a)q + 1 + c/or verifie 
p(x)=l, p<l dans g et JI<O dans u\V. 0 
L’exemple d’un triangle dans Qz montre l’existence de points hyper 
reguliers x E bU sans que U soit localement uniformement convexe en 2. 
THEOREME 6.6. Soient E un espace de Banach reflexif, U E @ n V 
et z E bU. Les propri&& suivantes sont Bquivalentes : 
1. x est un point reguber. 
2. xq!G (bU\V), v p arcourant un systeme fondamental de voisinages 
de x. 
3. x 6 iZi (a\V), V parcourant un systeme fondamental de voisinages 
de x. 
4. x est un point hyper r&ulier. 
En vertu des lemmes 6.4 et 6.2 il suffit & prouver que 2 + 4. Supposons 
done V E @Z(O) n V borne et O=z 6 155 (bU\V). D’apres le theoreme de 
separation, il existe q1 E E’ tel que o U\ V C H? = ql’(( 1, co)) et H? n U n 
n V # 8. Soit Hs un hyperplan d’appui de U en 0 et soit H un hyperplan 
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ferme, separant strictement Hs et ri,+ n 0 n 7. Si H = q-l(c), c > 0, q E E’, 
on a HzCpl((- 00, c)), -? n P n w C q-l((c, co)) et 0 E HZ, donc H 
et Hz sont paralleles. Posons p = - l/(c)p + 1. On a ~(0) = 1 et p < 1 dans 8. 
Prouvons enfin que Q > c, done p < 0, dans bU\ I’. Or, &ant dorm6 z E bU\ V, 
on a pi(z) > 1 et par suite Q&r) = 1 pour un point 21 E B n (0,~). Soit 22 
un point dans u n i7 n Q; ‘( 1). Si Q;‘( 1) et H sont paralleles, on a c < @2) = 
=&)<&). Si qil(l) et H ne sont pas paralleles, il existe un point 
zs E HZ n Q;‘(l) et il existe un point 24 E bU n (~1, za). Comme q&4)= 1, 
on a 24 E V et done de nouveau c<p(zq) <Q(Q)<@). cl 
UOROLLAIRE 6.7. Soit E un espace de Banach r&lexif et soit B E 4 n Q. 
Lea propri&& suivantes sont Bquivalentes: 
1. B eat pr&&ulier. 
2. B est strictement convexe et chaque filtre sur bB, convergeant faible- 
ment vers x E bB, converge vers x. 
3. B est strictement convexe et chaque filtre sur B, convergeant faible- 
ment vers x E bB, converge vers x. 
4. B est hyper pr&@ulier. 
TF~EOREME 6.8. Soit E un espace de Banach et supposons qu’il existe 
un ensemble total R E X(a(E, E’)). Alors E possede une base d’ouverts 
h yper pr&&uliers . 
En effet, d’apres Day [1973], p. 160, il existe une norme Bquivalente 
dans E pour laquelle les boules sont localement uniform6ment convexes 
(et m6me lisses). cl 
En particulier, tout espaoe de Banach reflexif et tout espace de Banach 
de type denombrable possede une base d’ouverts hyper pr&&uliers. 
Cependant, on ne peut pas toujours choisir les boules comme base d’ouverts 
pr&@diers comme le montre 1’. 
EXEMPLE 6.9. Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues 
f : [0, l] + B muni de la norme 
Comme E eat de type ddnombrable, il existe une base d’ouverts hyper 
pr&+uliers. D’autre part, la boule unit.4 n’est pas pr&Quli6re, puisque 
les seuls points extremaux sont lea fonotions + 1 et - 1. 
Mentionnons encore quelques r6sultats de continuite 8, la front&e. 
PROPOSFEION 6.10. Soient U E: 4 n Q pr6r@dier, f : iXJ + B continue 
et PEE, p<f. 
1. Si f eat majoree par une fonction continue a5e, alors Hf est continue 
dans a, Hf’ E R(U) et Hj’= f dans bU. 
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2. Supposons que U soit hyper pr&@ulier. Alors Hf' eat continue dans 
u, Hf~cf(U) et Hr=f dans NJ. 
1: Cela r6sulte des lemmes 6.2 et 6.1 et du theoreme 4.5.4. 
2: Soit zgbU et soit FE& tel que f<M~n dans bU n V. On 
suppose dim (E) > 1. Choisissons une fonction Q E & telle que q(z) = 1, 
q< 1 dans 0 et q < 0 dans u\V. Comme chaque point z E U n q-l((0, cm)) 
eat combinaison convexe de deux points de bU n V, on a Hf'(z) <Iif. 
On en deduit que Hy eat continue dans U u {z} (theor. 4.5.4 et car. 2.6). 0 
7. PRINCIPES DlJ MINIMUM 
6% designe une sous-base fixe de 6%. On a un principe du minimum 
evident : 
PROPOSITION 7.1. Soient UE%!', uE%!(U) et vESf?*(U). Alors: 
(MPl) B E~Y, B C U, U>V dans bB +u>‘u dans B. 
Ce principe du minimum eat lie a un principe de maximalit (comparer 
Feyel et de La Pradelle [1974]) : 
PROPOSITION 7.2. Soit 9 3 4 un pr6faisceau de fonctions numeriques, 
s.c.i. et > - 00, tels qu’on ait la propriete (MPl) pour tout U E 4, 21 ES(U) 
et WE&. Alors 9=4!!. 
Eneffet,soientuE*(U) etBEa,BCU. Onau> SU~{VE~:V<U 
dans bB}=H@ (lemme 4.2.2). q 
On a des r6sultats plus forts, en utilisant des conditions supplementaires : 
PROPOSITION 7.3. Supposons que U E 4 verifie la condition suivante : 
quel que soit le voisinage W de bU, il existe B ~~39 tel que B C U et 
U C W u B. Alors, 
of-w u E WV, v E X*(U), -oo<~>ircoo dans bU =+-u>v dans U. 
En vertu du car. 6.7.1 il suffit a considerer le cas oti v= 0. Soient z E U 
et E > 0. 11 existe un voisinage W de bU tel que z $ W et u + E > 0 dans 
W n U, done U+E> 0 dans bB pour un ensemble B E 9? convenable. On 
en deduit E+ u(x) > Ht+&) > H&c) = 0. Comme z et E sont arbitraires, 
on a u>O dans U. q 
La condition de cette proposition entra2ne U IZ% Elle eat satisfaite 
si E eat normal et U ~99~=9. 
THEOBEME 7.4. Supposons que E soit de dimension finie. Soit U E 4 
et soit 2, le faisceau des fonctions s.c.i., > -00, engendre par %!?. Alors 
(MP3) u~&‘~(U),4>OdansBU,K~.?i?,u>OdansU\K=+u~OdansK. 
11 exist6 un recouvrement (UJael C42 de U, tel que U= u U, et 
u E a( U,) pour tout a. Dbignons par 9(U) l’ensemble des for&ions 
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v E A?*(U), telles que v E S( U,) pour tout (x. Raisonnons par l’absurde, 
en supposant u 2 0. Comme u est s.c.i., elle atteint sa borne inf&rieure 
nz < 0 dans un point de K n U. Soit u’ la fonction u-m. On a u’ E g(U) 
(car. 5.7.1), l’ensemble A= {X E U: u’(x)=O) est compact et non-vide et 
u’> 0 dans U\A. 
Soit maintenant B l’ensemble des couples (B, v), oh B est un sous- 
ensemble compact et non-vide de A et v un element de 9(U) tel que 
v = 0 dans B, v > 0 dans U\B et v 2 U. Munissons B de la relation d’ordre 
definie par (B, v) Q (C, w) si B 3 C et w>v. B est un ensemble ordonne 
inductif. En effet, si H est une partie totalement ordonnee de B, l’ensemble 
Co= n{B:(B,v)EH} t es une partie compacte et non-vide de A, et la 
fonction WO= sup {v: (B, v) E H} est un element de .9(U) (prop. 6.10.2) 
tel que WO= 0 dans CO, wo > 0 dans U\Co. 11 est clair que (CO, WO) est un 
majorant de H. 
D’apres le theoreme de Zorn, G possede un element maximal (C, w). 
Comme w< 2w E B(U), on a w=o;, dans U\C. Montrons que C est un 
ensemble reduit a un seul element. En effet, soit p E A? une fonction 
affine, separant deux points distincts de C. En posant OL = inf (21(x) : x E C} 
et p’ =p - LY + w, l’ensemble D = {X E C : p’(z) = 0} est une partie compacte 
non-vide de C, 21’ E 9(U) ( car. 6.7.1), p’=O dans D, $>O dans U\D et 
p’ > w. Ceci contredit la maximalite de (C, w) et Btablit l’assertion C = {z} 
pour un point x E A. 
Enfin, choisissant V E~J et 01 E I, de sorte que z E ‘CT C 7 C U,, on 
aboutit a l’absurdite 0 = w(x) > HE(x) = H&(z) = 00. 0 
(MP3) est le principe du minimum usuel de la theorie classique. Nous 
ne savons pas si ce resultat reste valable dans -par exemple - un espace 
hilbertien. 
COROLLAIRE 7.5. Si E est de dimension finie et si les ensembles de 
B sont born&, alors 9 est un faisceau. 
En effet, soient U E a’, u E z*(U) et B E A?, B C U. D’apres la prop. 4.8 
il suffit 11 demontrer que u > Hf pour toute minorante continue et bornee 
inferieurement g de u dans dB. Or, comme u - Hf E 3?‘*(B) (car. 6.7.1) -- 
et a- Hfau- (Hf)” cela resulte des theoremes 4.5.4 et 7.4. cl 
PROPOSITION 7.6. 
(MP4) u E A%, v E d’*(U), 6~0 dans i)U =t-v<O dans U. 
En effet, d’apres le corollaire 5.7.2, la fonction S= lu sup (u, 0) + lCu0 
est hypoharmonique dans E. Par suite, zc < G < Hi = 0 dans U (theor. 6.6). 
0 
Reciproquement : 
PROPOSITION 7.7. Supposons que E soit normal et G? CA&. Soit 
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B 3 #, un prefaisceau de fonctions numeriques, S.C.S. et <co, verifiant 
le principe 
(MP5) UE~, f:bU-+$ continue bornee, v E 9(U), B EG%, B C U, 
Hj’av dans bB =+Hf>v dans B. 
Alors $3 =2*. 
Remarquons d’abord que, d’apres le theor. 5.6, 2, verifie le principe 
(MP5). Soit maintenant 2, E 9(V), V E 9. 11 suffit a verifier qu’on ait 
~<a$’ pour tout B ELM?, B C 7, V’ C VT, v &ant bornee superieurement, 
dans p. 11 existe une famille (fG)acl de fonctions continues et bornees, 
filtrante a gauche, telle que f&(z) >v(z) pour tout z E bB et telle que 
v = inf, fa dans 7’. Soient y E B E 39, B C V’ ct LX E I. 11 existe un voisinage 
W, de bB tel que y $ TV* et tel que HTa >V dans WG (prop. 6.10.1). Comme 
E eat normal, il existe un ouvert 0 ~9% tel que 6 C B et B C W, U 0. 
D’apres (MP5) on a Hf,>v sur 0, HTJy) >v(y) et, y &ant arbitraire, 
HT,>v dans B. D’apres le theor. 4.6 on a Ht= inf HT,> v dans B. 0 
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